Differentialrechnung fiir Fkt. mit mehreren Verénderl. (ab S.128) Taylorsche Formel (S.133)

of of

part. Ableitg: (x, y) = x% + y2 - > > = 2xund§— =2y Fir n=1:=f(x) = f(xg) + f(Xp) - (X = Xg) + 0.5f"(xp) - (x - x0)?

: —i e Pkt. k=0: f(x,y)=f(x,y)
Hahere partielle Ableitungen Satz von Schwarz Falls f klmal stgtlg partlgll diff
ist, so ist Reihenfolge der Differentiationen in den| Sf SF T
of [ O §2f gemischten Ableitungen vertauschbar, z.B. gilt|/in. k=1:f(x,y)= f(xo,y0)+(x— xo)— +(y—y0)— = f(l(o)+Vf(x0) -(5—50)
(xy)= o diff ox sy

hy o §y §X§y fxy = Tfyx falls f 2-mal stetig diff’ ist X0 Yo

fr (%) of quadrk=2 := f(x,y) = (X, ) + V(o)™ - (x = x5) +0.5(x = x,)" - (xp)- (z—@
Vi(x)=| - = gradf(x,) .| o |

Vf XY Yz :f’ XY Yz — e e el e e . el
., (%) (xy,2)=f(xy,2) | ‘ ‘ ‘ H
Sf

oz

fir Grenzwerttest : y=x-t (Geradenschar) 05 (x50 ¥—0) [fxx(lo?zo) fxyj [x-xoj
=05 (x-x y-y0)-| ¥ .

Richtungsableitung (S.130) .y yx yy) \Y Yo

In dieser Richtung wéchst Funktion (lokal) am stérksten. Gradienten- =(fX fy)[ _ 0) fex - (X=X0) + fyy - (¥ = ¥p)

richtung Vf (x) als Richtung mit starkstem Anstieg von f in Punkt x. ym =05 (x-xoi ¥ yO)' e (X=x0)+ hyy (v - ¥o)
= fy(x=xg) + i,y - %p)

Skalar- und Vektorfelder (Merziger S.144 ff) =0, 5[ fyx (X = xo) + ey (¥ = ¥0) (X = Xg) + fyx (X = X0 )(¥ = ¥o) + fyy (¥ = yo)z}
¢ Nabla-Operator (S.146) grad f nur von Skalar — —
5 grad fist dann ein Vektor SF ¢ Divergenz (S.145) divg:=V g ist Skalarfeld (von Vektorfeld),beschreibt Quelldichte v g
o & s
) ) . of —
V=|—|2algV=|— Gradient: gradf =Vf=|— | (g
& o % ~ | 1 sy, % 5g =
5 S divg=v-g=|—|-|g, =X Y L 92 auellfrei fr divg:=Vv-g=0
iy — = = | oy ox oy =
& 4 S g,
a o
D5 o | [91(%) « Rotation (S.145) rotg:= Vxg ist ein Vektorfeld von einem Vektorfeld
Veg(x Z— ) o || | gu..Vektorfeld ==
5% 7 9n(x) El s %
Xp Sx g oy oz
. |6 | g .
Laplace Operator A (S.146) otg:= = x| 92|= ?1—73 , wirbelfreifir rotg =0
- i — di = Y4 X =
Af(X) = [ (X) + 1, (X) + T, (X) es gilt Af = div(gradf) iy Js &_&
&z X oy

Kettenregel (S.131) (f~ g)(u))= F(u) = flg(u)) I
-D. =y y-

Uy -e" (= X1) SF _
Ableitung: 525-]) = 5XU) g’ ~>Bsp o= [u1 +U3 (=xz) &(Ig) = 6;15) - 5X‘(5_u§g‘) + 5;(()() 2
i . i i 1 1 1 2 1

i=1

nach dem ableiten fir x; und x, die Fkt. einsetzen!

f(x) = x; sin(x;x,)

Implizite Funktion (S.131) F(x,y)=0 Extrema mit Nebenbedingungen - Langrange (S.133)
Abltg: y/(x)=— Fy() o anst (Xoyo) M= y'(x) = - Fy(X0,¥0) |Gesucht: Extrema von f(x, y) fiir jene (x,y), fir die v(x,y) =0 ist.

Fy (xy(x) Fy(Xo-Y0) |1 )= 3 4 y2 S minbei h(xiy) =2+ y2 4 xy—1=0
FF,? —2F FF, +F, F?
”(x) = L(x,h) =~/ X2 yl
y' () F3 Lagrange: (x0) = +y * (X +y Xy =) wird extremal, wenn Wurzelinhalt extremal
y Lixh=x2+y?+ 2 (2 +y? +xy-1)
S R
, L 2x+ A(2 0
implizite Fkt. £ _| % ¥m | > Funktionalmatrix Ableitg.:  Ly(x4) = [ ij [2;: 4((2;11 ;) [oj und Ly(x2) =X +y° +xy-1=0
Sy | oy o, y
5}/1 5.Vm ox A=4— x=yundx=-y

0=2x+A2x+y) |A=-

0 2 damitinL
IE(x0: %) (7 OF7, /o, ung [amit 361 &3 Unbek. 0.=2y+2(2y +x) "2”’ — —
_— =— X = X4 =/ i Xo = —
y 2 9F°, /0x, 0=x2+y2 1 xy—1 Qo__cY |X=Y—x 2

regulér fiir det( )=0) > auflésen

2Y+X |x=-y > x3=1; x4 =1
ausmultiplizieren (2 Glg. 2 Unbek. = z1, z2 errechnen
Extrema von Funktionen mit mehreren Variablen (S.132) V1/3 —J1/3

ﬁ somit: PE; i [\/%J ;/11*1=(-2/3) : P[Z‘g ) [—\/ﬁ] ; ﬂ4*2=('2/3)
X : ) * * ] *
P4 :EJJ s Ap1=(-2/3) & Pgp :(11) Zp=(209)

a) stationare Punkte berechnen: Vf(x) = S |= 0
&
fiihrt zu mehreren Pkt. (die Ableitungen Idsen), aber die Punkte nur |, (x 1) = boc Lxy | _ (2+21 i ) & VhP)= P (Pe) =[2X+Y] bestimmen
Uber die Ableitungen ermitteln!!! (Bsp siehe Merziger) == ALy Ly A 2+22 hy(Fe) ) 2y +x
z.B. aus erster abgel.Gl. : x;=0 und y,=2 fihrt beim Einsetzen in hinreichende Optimalitatsbedingung 2.0rdnung:

2.Gleichung zu: mit x;=0 zu y,=3 und y;=3 und L .
y1=2 zU X,=3 und x,=-3 damit vier Punkte und (W W2) [t Xy] [W1j >0 Min,

1 und (w, wz)-Vh(PE);o ab hier mit Punkten Pe rechnen!
somit 4 zu bestimmende Extremal! yxLyy ) (W5 ) <0 Max.

f, Bsp.P, it A [ hri far alle Punki fuh,
b) Hesse-Matrix bestimmen: fXX Y1'> und Pkt. einsetzen Sp.Pesmit My (dieser Schritt muss fir alle Punkte ausgefihrt werden)
w ly 2+2.-2/3 213 Wil 2/3-w,-2/3-w, | .
_ foo f > [wyp) [ 213 2+2A_2/3] [w ]_(W‘WZ) [-2/3-W‘+2/3~w =23 (W W, )
fxx A fxy XX Xy 2 2
EW: det ‘ £ =0 oder det =0 i
a Y e (W| Wz)'Vh(PE1)=(W1 Wz)'[zx+ij=(w‘ W2)°{ 3]=\/§'(W1 W2)=0
c) Extremwerte: 4,4, >0 - rel. Min. oder det()>0 & >0 rel.Min. > v V3
M, Ao <0 > rel. Max. oder det()>0 & f,,<0 rel.Max. damit fihrtv3-(w, w,)=0 zu w,=-w,

A, Ap = = >Satt Pkt. oder det()<0 Satt Pkt.

> mit wi=-wz in 2/3- (w2 +w,’) flhrt auf Ausdruck: wa das ist >0 (rel Minimun bei P+g)
d) Extrempunkte ausrechnen,d.h. x,y in Ausgangsgl. 2> z 3

bei mehreren NB L(x,y,z,ﬂ.l,/lz):z+/11g(x,y)+/12h(x,y) 2> Li=ly=L;=Ly1=L12=0! > A2in Abh&ngigk. v. A4

aus L, > Az in Lyund Ly 2 A= A = y(X)... > y(X) in Lyy =2z(x) 2 y(x) und z(x) in Lyz > xe's
(sobald f(x,y,z) wird aus allen 2x2 Matrizen 3x3 !!! und es muss mit (w; w» wgz) gerechnet werden!!!!




a) Polarkoordinaten
X=r-cos¢ r=0

. mit
y=r-sing pe [027]

Koordinatentransformationen (S.

D=r

2 2 _ 2 2 2
o+ = +1r o,

fotfy=0,+1r-o+l/r

PP

b) Zylinderkoordinaten c) Kugelkoordinaten )

X=r-cosg r>0 D=r x=r-sind-cosg e [Per]sins
=r-sing mit —r.sind-si i

y @ pe [0;2”] y=r-sind-sing mit . _1;1

z=z z=r-cosd® 2°2

fx +hy tlp =0, +1/ 1 o, +1/r2 “Wpp + Oy

Integralrechnung fiir Funktionen mit mehreren Verénderlichen

Zweifachintegrale

= Ljf(x,y)db

B1,Bz bei

Flacheninhalt J

HF Iz

y2x
Jx

_ J' If(x, y)dydx + J' If(x, ¥)dydx
B B

Unstetigkeiten!

J

>

Berechnung der Flachenelemente in anderen Koordinaten

_ L _ . X(r,p)=r-cose
_Ljr(x,y)dde—J—jjf(x(u,v),y(u,v)) D d mit 0
B
o-aafclb) Hlur) emo ool g,
x,(uv) y,(uv)| |-rsing rcos

Dreifachintegrale
Zylinderkoord.

Iﬂf(r,q),z)~r~drd(pdz

1) Volumenberechnung

vozjﬂmdq

I1) Masse eines inhom. Kdrpers

mq :Ji”p(x,y,z)dxdydz
Q

IIl) Schwerpunkt
Xs :%J-.”X p(x,y,2)-dxdy dz
Q

IV)Tragheitsmoment
Iy = “.I(yz +2%)- p(x,y,2)-dx dy dz
Q

ohne p bei geom. Tragheitsmoment

x(r,p.2) =

2(r,p,2)=

Berechnung der Volumenenelemente in anderen Koordinaten

J= jjjf(x, y,2)dydxdz = ”j F(x(uv,w),y
B B

r-cose u=r

z w=2z

(u,v,w)) - D(u,v,w)dudvdw

—

z.B Zyl-Koord. mit y(r,p,z)=r-sing dabeiist v=¢ mit Funktionaldet: D = Betrag(det|y,(u,v,w) vy, (uv,w) y,(uv,w)) = Betrag(det|sing

T . .
Indizierung in bel.Reihenfolge, da fiir detA= det(A ) =an Hautdiagonale gespiegelt:

D, egal nach welcher Kombination
von u,v,w das gleiche Ergebnis

somit kann y, mit x, und ... auch vertauscht sein
entsteht !!!

x,(uv,w)  x,(uv,w) X, (uv,w) cos¢ -r-sing 0

r-cosp 0|) =r

z,(uv,w) 2z (uv,w) z,(uv,w) 0 0 1

Lineare Optimierung

Normalverteilung:

X- X -

_/‘<_/‘j=p(y<y)=q>(y)
o (o

®(-y) =1-D(y)| und [P(X>x)=1-P(X<x)|

P(X<x)= P[ (WSK.dass Zufalswert X kleiner ist als Vorgabewert x)

®  Variablen suchen (x1,x2)

®  Zielfunktion soll extremal werden (=c)

e Nebenbedingungen in Diagramm einzeichnen

®  Zielfunktion in Maximum schieben
Stichproben: Zusatzliches

X (Erwartungswert )

E(x)=,u=;(=%i

P
Varianz ¢®

D?(x)=0? 1

1-n4
i=1

Standardabweichung o

P(|x| >4) = P(X > 4) + P(X < —4)

P(X 1> 6)=P(X <-5)+P(X>
P(X < ) = 0,7584 — 0,7584 :q{

a-—pu
o
PO< X<2)=P(X<2)-P(X<0)
=groBe Flache von kleiner abzieh
P(X - 4| <a)

- =070 > a=0,70-0+u

WSK fir Uberlaufen (u=0)
P(Uberlaufen)=P(X3>0)=1-P(X5<0)

O—(AV)J

vof
o,

neu
AV =Flussigkeitsvol-Flaschenvol.
damit kleiner als 0!

=P(X<u+a)-P(X<u-a)

E(ax + by) = aE(x)+ bE(y)
D (x+y)=D*(x)+ D*(y)
D?(ax + by) = &D?(x) + b*D?(y)

P(X -3,5/>2)= P(X <15)+ P(X > 55)

7)

a-u

o

en

=groBe Flache von kleiner abziehen

-- mehere Wahrscheinlichkeiten werden addiert!
-- darauf Achten, das nur die Form (X<x)definiert ist

Aufgabe: Kondensatoren mit Erwartungswert z =200 und der Varianz o2 =25 damitist =5
Frage: WSK dass Kondensator fehlerhaft ist, wenn die Kapazitat

1) mindesten betragen muss
P(X <198)=P X-200 198-200 =P(Y<-3)=q> _2)1-0[2
) 5 5 5 5 5

P(X <198) = 0,3446

Il) héchstens 202 betragen darf (d.h. Ausschuss fiir X>202!!!) aber Achtung
,> als" ist nicht durch Formel definiert, daher umformen zu ,< als*

P(X>202)=1-P(X < )=1-P{X-200 ﬂ]

5 5
X-2 2
P(Ausschuss) = P(X < 195) + P(X > 205) = 2 - P(X < 195) = P(TOO < TOO)

S1-P(Y<2)—1-
5

2

5

<

H

P(X > 202) = 0,3446

IIl) maximal um 5 vom Sollwert 200 abweichen darf

P(Ausschuss) =2 P(Y <-1) = 2. &(-1) = 2. [1 - q>(1)]
P(Ausschuss) = 0,3174

Y +1f(x)-y=9(x

(2) inhomogene DGL A

gx)=K'(x)- e

K(x)=1g(x)-e

4. yp=|\l9(x)-e

2.yundyin y +f(x

TK(x)dx = Jg(x)- )
[f

[f

Integration der inhomogenen lin. DGL

)

Variation der Konstanten
(1) Integration homogene DGL (siehe oben) ¥’ + f(X)-y =0

—[f(x)dx

nsatz: yp = K(x)-e (C>K(x))

).y =9g(X) einsetzen

Jf(x)dx

3 K(x) = g(x). &l T

f(x)dxdx

(X)dxdx +C

o)

(XX i) e

[f(x)dx

1. Ableitung: ¥ = K'(x) -6 1T k(5. 6 1T [-f0]

IV) Toleranzgrenzen 200-o und 200+0, damit Ausfallwahrscheinlichkeit P < 0,001 ?
Ausschuss entseht, wenn
Betrag von -bel.Wert X minus Erwartungswert p- Gber der Grenze o liegt

P(Ausschuss) = 0,001= P( X - 4| > &) = P(X > 200 + &) + P(X < 200 - @)
P(Ausschuss) =0,001=2-P(X <200 - &)
-200
)

Lineare DGL 1.0rdnung mit konstanten
Koeffizienten (aufsuchen partikularesg)

y'+a-y=g9(x)
allg.Lsg. y = YhtVp

Integration _homog. lin. DGL
y'+a-y=0 Iésen TDV

X - 200
<
5
=0,0005 = P(Y < -a/5) = &(-a/5)
=0,0005 = 1-@(a/5)
@(a/5)=0,9995
@/5=3,29

[a =16,45] - 183,55...216,45

=O,OOO5:P(X<200—0:):P[

a

Lésungsaufbau: yp = C1 i+ C2 - Yo Yp= Cc. e

Fallunterscheidung

- allgemein:

- ¥y, aber Achtung bei

agx)=A- ebx

Yp=C:
yp:C.

Integration inhomog. lin. DGL (Bestimmung von y,
\wie bei DGL 1. Ordnung Uber Ansétze fur Stérfunktionen tber
Koeffz-vgl. Konstanten bestimmen und in Ansatzfunktion einsetzen

und y, =C- e

e fiirb = -a

x-eP firb=-a

y:C-eA'X und y'=C~l~e}“'X in
y+a-y=0

1) =l > yh=C1-eﬂ"'X+624e/12AX

@ =24 > yh:(C1X+Cg)'eA'X damit: C~eﬂ'x-(ﬂ+a):0 >(1+a)

ist die charakteristische Gleichung

A=-a > yp=C-e &

@) Mjo=atin> Yp= %X [01 sin(wx) + Cy cos(a)x)]




Linienintegrale (S.149) B dx+(3x+2y - 2)dy +(5x — d A(0:0:0) und B(1:1:1
Arbeit :w = F - 5, falls F=const. + in Wegrichtung IA((XHHZ) i (3x+2y-z)ay +(5x-y+2) Z) (0:0:0) und B D
W = F e s , falls F=const. und Wegrichtung beliebig - [ x+y+z .0 1-04 (¢ s ! - (1=
F=|3x+2y-z [unds(t)=|0|+¢-|1-0|=|t|und — =| 1 |=>ds=| 1=y [dmitO<t<l]

N _ F, dx Sx—y+z 2 0 1-0 t dt 1 I=

w=I[F (.s(l)) eds =] Fy |e| dv |, falls F + Wegrichtung beliebig
¢ |l 7 dz - 3t TEANE! ! | !
¢ F (x (t)) =4t |> W= J.F(S(t))- wlde =T 41 |o| 1 far = I(3t+4t+5t) dt:j(th) dt:6t2‘ =6
. A, B - A, 51 ¢ O\se ) 1 0 o 0
- ,C“=Weg A nach B: (1) = Ay |+t By - Ay bilden + einsetzen
N 5 oA A: 4=x"+y*+2z* Kugel mit R=4 ; E: 7 > \/g -> Schatten = Kreis mit r=1! (z einsetzen>Kreisgl.) 2>
- (~ ) ) ) - - x L-cos(1) — [ =sin(r)
[F (S(t)) ] bzw. ableiten und einsetzen [ ds ] sty =| y |2ZK| Lsin(t) | = ds =| cos(t) |dt
'_""_: ______ : "I 3 \/3 0
-wegunabhéngig, wenn: i ror (r) =0}
. P PP 4 . g -1 indl ind -1 2z ind

->wenn Kraftfeld wirbelfrei=>so kann Berechnung der Arbeit auch tber 2 ( ) 2 _

) =| 1/2x > ; =| 121 B> = s e d.
Potentialfeld erfolgen-> S.148 > W=U(B)-U(A) f ve 7(+() l_cc‘(’fs((?)[ qg 27 (+())+as
(von Punkt A nach Punkt B) *

Exakte DGL (S.155) dy ~ (f X3 +xy?
(1) Yy +*+x7yy +xy*=0 mit y’= T > KCxy)dx+(y*+x%y)dy = 0 = f1dx+f2dy > F = [ 1} = [ ]
ax

L) y+xty
NTEV dsn s of o oh of | i
@) JA (2) Integrabilititsbedinung (IB) erfiillt ?} ror (F) =0 {bzw. 571 -2 : 7B ; 2 73 | ) NEIN-)|ntegf. Faktor
) sy ox s x 6z Sy | (@)
. = (f -Xy-x/y | | |
I [fidx+c(y)= + + Bsp: (1-x°)y' = xy+i = -Xy-i dX+(1-X2)dy SB[ MY 2y §f1y=—x+x/y2 # £, =2x|
=U-= =K =const y y f, 1-x | !
I [ fody+c(x)=—yr" + + 1.Fall 2.Fall
man erhilt die Potentialfkt. U und konnte jetzt W=U(B)-U(A) berechnen ; f1,-r2, ; ; ; f2. -1, 1 dnei
* €] - Y= beip(x):——————=h(x) geht hier nicht! beiu(y):————=h(y)=— nur abhingig
edurch umstellen nach y erhélt man explizite Losung: f2 da Abhingigkeit f1 y vony !l
. —K=(2+v?)? h(x)dx von x und 1,
Koty ) =" b dem Ty _ Jy® _
— ~ = nac cm Uuy)=e e —e =+y
. \/; =K=x"+y? — y=tyK—x* exakte DGL in expliziter Form einsetzen =
(3) exakte DGL=alteDGL*p = (-xy?-x)dx+(y-x’y)dy = IB priifen U berechnen !

Bereichsintegrale
- [l £(x, y)db = | [ f(x, y)dydx = Bereich B zeichnen + Grenzen festlegen = runder Bereich=> Zyl.Koord = [[ f(x, y)db - r ; r=Verzerrungsfaktor (Berechnung S.94+95)
B B

Xy

2 2
Oberflichenintegrale 1. Art: z = y2xy = 1/ I+ f +f, (Verzerrungstkt.) = Schatten bilden (B= 4<x<5 und 2<y<0,5x) fiir Grenzen (S.150) hier in x,y-Ebene

x - x - x
2. Art (FluB): -[[? od0= jj?(}(u, V)) ° (Xu X xv)dudv mit A: z=x"+y’, O<z<4, f =| y |,dann x = y (Abtastvektor) in f einsetzen: f(x) = y ;
b f — z-1 x 4y (x +y)-1

xx Xxy =dO bilden; Kontrolle: e, dO < 0 (aus Aufgabe), sonst —-dO=- x, X X, !!; Integral ber., Grenzen aus z=... und Schatten; ab hier ggf. mit ZK.: x=r*cos(p), y=r*sin(p),
z=z - Funktion UND Grenzen (meist: r=0...Radius + ¢=0...21)! (ACHTUNG: Verzerrungsfaktor ,r*) ; alternativ: GIS oder SIS!!

u-cos(v) 0 . X 'x2+y2 1.2 2

SIS: LT T A - i ., " . . Al:z=5—(x"+y7)

: Bsp. analog oben: x=x(u;v)ZK| u-sin(v) | ; xyXxy=d0=| 0 |; e, ® do > 0!, GIS: 1 = Xz s div(f) = ... # 0 (nicht quellenfrei!); 9

B u ! 0 A2:z=1 und x2+y2<36
—3.u-cos(v) T ] 5_1_,-2

rot | x(uv)) = -1 > SIS (J‘:j)[rot(f x(u,v) )}o(x X X, )dudvi 27 36”9 - - T

(+(u) ( Nfelrx | GIszk | ] T [div(f)rldzdrdg ;q;ﬁfo d0= J-J:[(d/vf)dv

) 3/2 A : =0 r=0 z=1 | 72 f

... Abtastvektor fiir FLACHE; Grenzen f. Integral aus Schatten L

Lésung von DGL’n mit Potenzreihenansatz (z.B. y’’-xy’-y=0)

> k . . . = n . fad _ g _
Allg.Ansatz: | ~ a; -(1-x-xj) | X=0 einsetzen und Potenzreihe bestimmen: y = X « r =ableiten y'= ¥ n*a,*x" ooy n#(n—1)*ay *x" 2

k=0 n=0 n=0 n=0

1.Ansatz ableiten (s. oben) +in DGL einsetzen fiir z.B. n=0...5 2. mit Koeffizientenvergleich a, bestimmen (nur die x’e benutzen, die in nicht abgel.Gl. y=a0*0*x'2+. ..+ stecken
- (wenn ay*0=0-> ag=cl) C, C, 3.0rdnen nach C, ausklammern 4. ergibt allgemeine Lsg. yane 3. dies ableiten ergibt y'=C,(0+C,() 6. mit Anfangsbedingungen AB C,,C,
1,2)
(2)‘

12 1(1 2 2 11 2 3 1(1 2 k 1 1 1 k
=l —x“ 4= = +—| = +..=Y—| = sspez. Lsg.: y (x)=1+—x"+—x'+.=>» ——<(x*) //
2 z[zx ] 6(2x ] Zk!(zx ] pez. Lsg:: y () =ltoxitox ;kzzk (+')

bestimmen 7.ergibt spezielle Lsg. 8.e-Fkt vermuten, z.B. ¢

|”k ...Bildungsvorschrift x, ...Entwicklungsstelle|

unbest. Koeffizienten Fourierreihe(S.76) Fkt. + Integrationsgrenzen bestimmen—>ag,ax,by
£ I+x k. Reihe £ 1 2% 2 2 4 bestimmen—>in Fourierr. einsetzen
X) =175 s =xapx ;Rethef. 1+cos(2x): K =2-2x + 5 x
l+cos(2x) 3 f(x):l-x ;) T=27w > f(x):iuc -> Vorfaktor: 2.2 1
T 27 T 2z 7

> (1+x)=Xa; K.k Siiber KoeffV ergl. ax bestimmen, dabei alle Kombinationen verwenden,

2z 2z
. . 1 1 1
einer kleineren oder genau geforderten Potenz entsprechen z.B : ap=_- ) (ﬁ-x]dxz—z- | xdx=1
0 277 0
1+ x= (avox0 +ax' +a,x* +ax* +a,x* +...)»(272x2 24 +) 5
3 27 27 . z
1 1 1 1 | cos(nx) x-sin(nx)
> 3 4 2 3 4 2 4 ag=— [ | =—x-cos(nx) dx:—2~ | x-cos(nx)dx= 3 5 =0
1+ X =23, + 28X +28,X" +2a,X" +2a,X" - 82x" -a2x" - ax" + &5 x T g \27 272 222 n no
Jetzt Koeff.Vgl (Linke und rechte Seite = ag, a1, a, a3, a; = jetzt Potenzreihe aufstellen bl zf”( o ')) ! -zf”x-sinmx)dx— 1 [singnx) xeos(ur) 2”,_i_l
I+ b1 11, 1 1, . ISR 22 S
f(x) = =Yap " =—+—X+—x"+—=x +—x" (Potenzr. Bis 4. Potenz)

1+cos(2x) 2 2 2




- ) | o i Grenzwert (S.74)
Geometrische Reihe: > v =1+x+x +..=——; X k-x =s(x) ) 1 1 _[x=In(1+x) ) .
k=0 -y k=0 m-——-—--—\= —————— | Reihenentw fir In(1+x)
’ 0| In(1+x) x| x>0 x-In(1+x)
o0 _ s(x) o s(x) 1 1
= X k.xk b = xk+c:j dr = te= .. = 5 = s(x) :x—(x—1/2x2+1/3x3—...):x_2‘ 1/2-1/3x+...) :|im=l
k=0 x k=0 x I—x l-x x(x—1/2x2+1/3x3—... X 1-1/2x+1/3x% 4. 0 2

PDGL: (Bsp.)

Geg: U, =a*-U,, AB: U(p,1 = 0) = |sing] DRB: () ®(0) = ®(27) ; (I) ®(0) = ®(27) 1. Produktansatz (PA): U(p.1)=®(p)-T(1) > U, =d(g)-T(t) ; U, =®"(9)-T(1) ;

Ableitungen in PDGL einsetzen; TdV: ZT(;)O) Z(((p)) = ZEIT = ORT =—k* 2. Ubertragung der RB auf PA: RB in PA einsetzen = RB1: () z¢7=022)-2¢47 und RB2:
a*- 29
)

1

) _

P'(0)- }:éff D'(27)- M 3.Losung Eigenwertproblem fiir festes belieb. t: /: =-k*> umstellen zu gewo6hnl.,lin.,homog. DGL: ®”+k*>-®=0 ; Losen der DGL mit Ansatz:

d)(q:):e/w > ﬂ'l /2 = i\l—kz — A =i-kund Ap=—i-k damit allg.Lésung: ®(@)=C, -cos(k - @)+ C, sin(k - ¢) ; RB einsetzen und LGS bilden-> Koeffizientendeterminante =0 ! Losen

In

dieser ergibt Eigenwertgleichung cos(2kz) =1« 2kz=n-27 —k, =n —>Eigenfunktionen: &, (¢)=C,, -cos(n-¢)+C,, -sin(n-¢) 4.Zwischenlosung: Einsetzen der Eigenfkt. in PA:

T(1)

U(p.t) :i[cm -cos(n- @)+ C,, -sin(n-9)]-T(p) S.Losung der Zeitfunktion: 1/: TG =—k* ; siehe I ; Eigenfunktion: T,(1)=C,, e einsetzen in Zwischenlosung—> allg. Lsg:
u=0 a’ t 3
U(p,1)=[C,, cos(n-@)+C,, sin(n-)]-C,, -e T mit R ; ergibt U(g.1) :%Jr 2[(1” -cos(n- @) +b, -sin(n- @)]- ¢ 6.Einarbeiten der

n=l

AB: u(p,0)= ,einsetzen und =0 ,

sin (p\ 04 Z [an cos(n- @) +by, -sin(n- @)]-e —n%a t(f gerade: b, =0, fungerade: g, =0 ) hier: b,=0 und T=27; a,,a,.b, ausrechnen S.76
_f

; Ergebnisse zusammenfassen ; spezielle Losung durch einsetzen der Koeffizienten

u=X-T u=X-T
u,:X-T uy=X"T
M,,ZXT' Uy =X"T

2. Bsp: Geg: u, +2y-u,—a*-u, =0 AB: u(x,0) = 0; u; (x,0) = sin [%-xj; y < # 1. Produktansatz (PA): u(x,r)=X(x)-T(t) > ; Ableitungen in PDGL

T+2yT_X"
;«aZ PP
1

einsetzen; TdV: 2= ZEIT =ORT =—k* 2.Ubertragung der RB auf PA: RB in PA einsetzen - RB: (I) X(0) = 0; (I) X (/) = 0 3.Lésung

Eigenwertproblem: /: ); —k* umstellen zu gewéhnl.,lin.,homog.DGL: X "+k*-X =0 ; Losen der DGL mit Ansatz: X =M > Ay = k2 - M =i-kund Ap=—i-k damit

allg.Losung: X (x)=C, - cos(k - x) + C, -sin(k - x) ; RB einsetzen und LGS bilden-> Koeffizientendeterminante =0 ! Losen dieser ergibt Eigenwertgleichung

C,-sin(k-)=0sk-l=n-wr—k, fT -Eigenfunktionen: X, (x)=C,, - sm(— x) 4.Zwischenlosung: Einsetzen der Eigenfkt. in PA: u(x,r)=X(x)+T()= ZC sm( . j T(1)

u=0

A . 2 . 2 . 2 . 2
5.Losung der Zeitfunktion: /7 : %:—If > A,=-7t 2 —[Hj -a’ :—71\/(#] -a’ —% -1
a -

4 l
ist immer negativ!! jetzt immer positiv!!! = 4
Eigenfunktion: 7,(1)=C,, e -cos(u, -t)+C,, -7 -sin(u, -t) (S.161) einsetzen in Zwischenlosung—> allg. Lsg:
Ux.H=Y.C, -sin(%-x)-[ch e cos(u, -t)+C,, e -sin(u, t)] mit ; > U(x,t):Z{{a" e cos(u, 1) +b, e -sin(u, sm(%wﬂ
n=0 n=0

6.Einarbeiten der AB: u(x,0)=0 , einsetzenund /=0, 0 = 0 +q -sin(% . x)+ a, ~sin(277'7 . x] +..5 ay,a,a, ausrechnen 8.76 (hier: a,=q, =a, =0 ); Ergebnisse
=f n=0
n=1 n=2

zusammenfassen ; spezielle Losung durch einsetzen der Koeffizienten> U (x,r) :i[{b” e -sin(u, -t)} : sin(% : xﬂ ;

n=0

u, (x,1) = Zb (Tﬂ ]-[e’y’ S, -cos(i, 1)+ (=) e - sin(u, 4)] 7. 2. RB einsetzen: u, (x,0) = sin (?x] -> einsetzen und iiber Koeff.-vgl. b, bestimmen (hier 5, :i ) >
n=0
. .. . . ! -yt . 1 (7
einsetzen fiir spezielle Lsg.: u(x,r)= ce 77 -sin -t |-sin| —-x
\/¢12-7z'2~}/2~12 l-\/a2~7r2-72-12 !
Partielle DGL Partielle DGL

z, =2x+2y mit Substitution zy = p(x, y)

z,, =2x+2y |§dy Py +P=xy und P = Prom + Poan
z, =2xy+y*+C,(x) ) Losen der homogenen DGL Djom

— x? 2 _ 2 2
Z =Xy +y2x+C(X)+ Cy(y) = Xy + y2x+ G(x) + H(y) py+p=0 ﬁber:?er:OmitTdv:$=—p—>dp=pdy—>f1$=J1—dy—>In|p|+C1=—y+02
p

a)
Mit AB z(x,0)=x-> x = x20 + 02 x + G(x) + H(0) . yy Y
c eV =0 e’
€0.y)=y> y? =02y + y20+ G(0) + H(y) i
G(x) = x— H(0) = fiir x=0: G(0) =0 — H(0) ) partikuliire Losung ppar durch Var.der.Konst. (Verwenden von p;)
> damit H(0)+ G(0) =0 Ly aC  _y —y LT
H(y) = y© - G(0) — fiir y = 0 : H(0) = 0 — G(0) Ppart = C(x.y) - & 16sen: (pp)y :;-e +C(x, y)-(—e ) und nun ppar=p und pyy=py in i Py +p= xyi
Spezielle Lsg.: oo T
z2(x,y) = X2y+ y2x+ (x—H(0))+ y2 - G(0)) |:2—C<e_y +C<(—e_y ):|+C eV =xy 9 — e_) =xy > j— e Y dy= [xy-dy jetzt e” auf rechte Seite:
y dy

Z(x,y) =Xy +y2x+ x+y* _
Partielle DGL C(x,y) = ,rfe)/y -dy >Merzinger S.109> C(x,y)=x(y—1)-¢” > Ppart = x(y—-1)-¢”. eV ::L_)fgz‘_/_:_‘l_)_j
z, =2 1) allgemeine Losung

z, = 2y +Cy(x) Pges = Phom * Ppart = C(x)- e+ x(y —1) jetzt Riicksubstituieren

mit AB:
» zy(x,0)=x> C,(X) =
Z=y"+xy+1 2(x,0)=1> C,(x) =

z= y2 +Cy(x)y +Cy(x) zy = p(x,y) =C(X)- e ¥ + x(y 1) (nochmal nach x integrieren)

Allgemeine Losung: |z = G(X) - eV +1/2x3(y =)+ H(x)




